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(Herzberg, 1945). Therefore, the N-H bonds in the
ligands are not largely affected by the bifurcated
hydrogen bond. This is reasonable, since the inter-
action due to the bifurcated hydrogen bond is gener-
ally quite small in comparison with the usual hydrogen
bond. However, more precise infra-red study using a
single crystal would be of great value in revealing the
detailed nature of the interaction.
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Ordre Logarithmique de Densités de Repartition. II. Quelques Applications
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Several examples of logarithmic ordering of joint distribution functions of structure factors are given.
The introduction of the notion of ‘statistical chains combined with logarithmic ordering allow the
determination of the sign of a triple product and of an invariant reflexion.

The maximal properties of logarithmically ordered joint distribution functions serve to establish a
new criterion for selecting the ‘right’ set of signs for combinatorial procedures.

Introduction et plan

Pour illustrer la théorie que nous venons de développer
(Bertaut, 1959, 1960), nous allons étudier d’abord les
problémes classiques des densités de répartition de
deux et de trois facteurs de structure (III). La théorie
gagne de I'intérét dans I’étude de ’ensemble de quatre
triple produits, correspondant & six facteurs de struc-
ture (IV). Mais c’est surtout lintroduction de la
notion de ‘chaine statistique’, c’est-a-dire d’un ensemble
de facteurs de structure, 1ié par certaines conditions qui
nous permet de rendre la théorie réellement statistique,
et de 'appliquer & la détermination de signes d’un
triple produit ou d’un facteur de structure invariant.
(V).

Enfin nous étudions quelques propriétés maximales
de la densité de répartition de plusieurs facteurs de
structure. Nous déterminons le niveau de probabilité
de la structure la plus probable et nous présentons un
nouveau critére pour le choix de la ‘bonne’ solution
quand on emploie des méthodes combinatoires pour la
détermination des signes (VI).

Cas de 2 facteurs de structure
On posera:

E1=E(2h); E.=E(h). (ITI-1)

La fonction caractéristique est donnée par (II-25)
avec

Ta=1%x150,05; Ty=(1/4!) (25007 + 2043);
Ts=1/(8121) #5003 vZ+ (1/4!) 2140, 05 . (ITI-2)

Les polyndémes Kp(g) (II-30) servant & déterminer
@: (II-29) s’évaluent aisément (cf. Appendice C). On a

K3(1)=(1/2!)%12A1(A§—1)§

K3(2) = — (#12/21)*(243(243 — 1)+ H,(45));

K3(3)=%:132A1(A%(3A§—1)+%f4);

K3,4(1,1)= — (1/3121)212 (¢a0H3(A1)Ha(A2) + #0441 fa);

Ks(1)= (1/3!2 NaaeHs(A1)Ho(As)+ (1/4!)%14.A1H4(A2) .
(ITI-3)

Ici on a introduit I’abréviation (III-4). La proba-
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bilité . P+ pour que A; soit positif est donnée par
(I141) avec la valeur de @; (III-5)
fa=245—9A42+3.
Qi=141] {3z5r015(A3—1) + (1/31) Ao AT (345 1)
+} 2371 fa (232682 — § 24 %0a)
+ (1/2131) (2530 — 23 2a2a0%12) (A1 — 3) (41— 1)
On établit de la méme maniére que:
Qp= —(1/2!)25(x12/21)*24}(245 - 1)
+24(%0a /4! —325(515/21)%) Ha(Ap) +24 (240/4 1) Ha(4,y) -

(ITI-4)

(IT1-5)

i . _ (ITI-6)
Exemple d’application: P1. Atomes égaux.
On a alors:
ne=1; xoa=na0=—3=1e32; n1a=—8.

Qi=N—t4,{}(43-1)+(1/3)N"
X (A3(343—1)+444—1543+3)} . (I1I-7)

Le terme en N—%% n’apporte une contribution
notable que lorsque 4; et 4 sont grands (Exemple:
A1=2; A2=3; N=36; @; croit de 1,33 sans le terme
en N2 3 1,79 et th ; de 0,87 & 0,95). De méme @,
(IT1-6) se simplifie en:

Qp=—1N"1(42(245 1)+ Hy(42) +$H,(4,)) . (ITI-8)

La connaissance de @; et de ¢ permet de construire
la densité de répartition compléte. Nous ne dévelop-
pons pas davantage le sujet de deux facteurs de struc-
ture, déja discuté chez Klug (1958). Nous mention-
nons cependant une fois de plus qu’a tout terme d’ordre
de grandeur (N—%)*~? est associé un polynéme de
degré s dans Q; et @, alors que chez Klug (1958;
cf. rel. (3—4)), on trouve des polynémes de degré 5, 7
et 9 associés & l'ordre de grandeur N~%2, La discussion
analytique est donc ici plus simple.

Cas de trois facteurs de structure

Considérons les facteurs de structure E(hy)=Ex (k=
1,2, 3) assujettis & la condition Ai+h2+hs=0. On
envisage le cas d’atomes non égaux, mais tous en
position générale. La fonction caractéristique est don-
née par (II-25) avec

Py= 1110105055 Ty={(400/4") (07 +05+05);

Ts=(#an1/31) (vive05+O) . (II1-9)

On détermine ensuite selon les formules (II-30) les

polynémes K, (gq) qui contribuent & Q;. A titre d’ex-
emple le calcul de K3(3) est donné dans ’appendice C.

Ky(1) =211 Y15 Ky(3)=6x3,, Y, (ot —4);

Ks(].) = (x311/3 ') Yl (06“"— 9) M

K3,4(1,1)= —(1/3) 21112000 Y1 (x+—9) .

Ici on a abrégé

(IT1-10)
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Finalement, la probabilité pour que le triple produit
Y, (ITI-11) soit positif est donnée dans tout groupe
par P+ (II-41) avec:

Q=Y (z3ra11 + 232631, (ot — 4)
~+ (252311 — 2324 %111 %400) (6t —9) .

(I11-12)
@Q: contient tous les termes jusqu’da l'ordre N—32,

Exemple d’application: P1. Atomes égaux.
On a:

wi=1; xsu=ranxw0; 2s=2324. (I1I-13)

Q: se réduit simplement &:
Q=Y N"}(1+ N~ (xt—4)).

Dés que «+>4, la probabilité de positivité du triple
produit Y, augmente d’aprés (III-14). Par exemple
si Ai=A2=A3=2 dans une structure de N=36
atomes par maille, @; croitrait de 1,33 sans le terme en
N-32 31,63 et th Q; de 0,87 & 0,93. Pour étre complet
nous donnons ici aussi la partie paire @, (III-15)
d’ordre N-! et de degré 4 et dont la connaissance,
jointe & celle de @; permet de construire la densité de
répartition compléte (II-31). Notons toujours que @,
n’intervient pas dans la détermination de signes.

Qp=2aK4(1)+(1/21) 25 K4(2)
=24 (%400/4!) %‘ H4(A1.~)+%Z§”§11 ((Hz(A1)H2(A2)H2(A3)
—A%AgAg)) . (III-15)

(ITI-14)

Cas de quatre triple produits

Envisageons les trois facteurs de structure Ex=E(hz)
(k=1,2,3) et aussi les trois facteurs de structure
E,=E(H,) (9=1, I1, III) tels que:

Hi=he—hs; Hu=hs—h1; Hui=hi—he. (IV-1)

Considérons les quatre triple produits correspondants:
Yi=A142A1m11; Ye=A24345;

Y3=A434:141n; Ys=AAuAm. (IV-2)

Nous noterons leurs signes respectifs sy, ss, 3 et
sg=s15283. De plus nous noterons par =z; (j=1, 2, 3)
les trois quadruple produits suivants (correspondants
& hi—he+ Hi+ Hii=0 etc.)

7!1=A1A2AIAII; 7I2=A2A3A11A111;
7!3=A3A1A111A1. (IV—3)

La fonction caractéristique est donnée par (1I-25)
avec

T'3 = (v1vevirr+ v2vsv1+ v3v1v11 + VIV 110111 ) #6111 ;
6

Ts= 3 v}raoo/4! + (v1v201v11+ V2050110111
1

+ V3V1V111V1) ®1111 5

Ts=(}voin+ O+ ... +odorom+O)xsn/3! . (IV-4)
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On forme les polynémes Kp(g) (II-30) comme plus
haut. Mentionnons qu’ici K3(2) fournit une contribu-
tion intéressante

K 4(2) =partie paire —4x3;, 23' 7. (IV-5)
Le résultat final est: =
Qi=237§1 211 Y ((1+25%30) (o + o5 — 5)
+ (1/31) (25311 — 2324111 %400) (9 — &)
+ 232111 (257511 — 2a%1111) (205 — B))
+ 3 (e — 228 (IV-6)

i=1
Ici 'on a abrégé.

Y [ un des 4 produits (IV—2)
+ la somme des carrés des 3 facteurs de structure
flgurant dans Y;. (Exemple: of =A%+ A4+ A4%).
o; la somme des carrés des 3 facteurs de structure ne
figurant pas dans Y;. (Exemple: oy =43+ A3+ A3).

7ty un des 3 produits (IV-3).

Remarque: En toute rigueur on aurait di joindre &
chaque produit Y; et z; un facteur respectif (x111);
et (#1111);. Cela n’a aucune importance dans le groupe
P1. Mais dans des groupes de symétrie plus élevée,
ces coefficients peuvent dépendre de j, et étre supé-
rieurs & 'unité en valeur absolue; dans des groupes
ayant des éléments de symétrie translatifs (axes
hélicoidaux et plans de glissement) (x111); et (x1111);
peuvent étre négatifs. La formule compléte est donnée
dans I’appendice D.

Exemple d’application: P1. Atomes égaux.
@i (IV-6) se réduit &:

Q=N+ 3 ¥;(1+N-2) - N Sz (IV-7)
j=1 j=1

ol
Ai=(ot —4+ o5 —1). (IV-8)
La comparaison avec (III-14) montre l'effet de
Pinteraction des 4 triples produits. En effet, le facteur
1+ N-1(x*—4) est remplacé par 1+ N-1}; et, ce qui
est entiérement nouveau, c’est ’apparition des 3
produits 7y, précédés d'un signe négatif. (Une étude
plus approfondie montre que ’on a plus généralement

Qt—N‘*Z Y;(1+ N7 4+ N2+ ...)
j=1

—N"lz mi(L+ N4, +N—2y,

j=1

..) (Iv-9)

ou les l,, Wis A, ,u7 etc., sont des coefficients, fonctions
des A2 et dont lesperance mathématique est positive.
On trouve dans P1 par exemple (aprés des calculs que
nous n’explicitons pas)
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Ai=—154360;f + 1007 (IV-10)

ol g7 est la somme des carrés des 4 facteurs de struc-
ture, figurant dans 7;, 6;” la somme des carrés des 2
facteurs de structure ne figurant pas dans z;. (On a
il (Ay=1; {(4/y=117).)

Introduisons maintenant les abréviations (IV-11)
ol a; est un nombre positif et (IV-12) ou b; est un
nombre négatif

a;s;=N"4Y,(1+ N4+ ...).
b~ — N[ (L+ N4 +...).

On peut alors écrire

(IV-11)
(IV-12)

Qi=a151+ 282+ a3s3 + aaSs+ b15253+ b283s1+ b3sise .
(IV-13)
La fonction de répartition des 6 facteurs de structure
devient ainsi fonction des 3 ‘variables’ signes, s1, s2, 3,
soit P(s1, sz, 83) et la probabilité P+ pour que s4=s15253
soit positif quand si, s2, s3 sont inconnus, est
P+
=C(P(+++)+P(+——)+P(—+—)+P(——+)) .
(IV-14)

De méme la probabilité complémentaire P~ est

P_

=C0(P(——=)+P(—++)+P(+—+)+P(++-)) .
(IV-15)

La notation P(— — +) par exemple signifie que
dans P(sy, s2, s3) on a fait s1=—1; sa=—1; sa=+1.

Dans (IV-14) on peut factoriser exp as et écrire

P+=C'sf expas; P-=C'%Bexp —as. (IV-16)

Nous avons englobé dans C’ la constante de norma-
lisation C et la partie paire L, (cf. (I1-36)). o7 et &
sont des sommes d’exponentielles portant sur les 4
permutations de signes de sy, s2, s3, compatibles avec
ss=+1 dans & (IV-17) et sa= —1 dans & (IV-18)

=3 exp ((@1+b1)s1+ (a2 -+ b2) sz + (a3 +b3)s3) .

sl (IV-17)
B= 3 exp((ar—b1)si+(az—bz)sa+ (as—ba)s3) .
=t (IV-18)
L’élimination de C’ conduit &
L — B
———+th
i & exp aa —1+} Jzi+93 a4—
T expast+Bexp —as ° dﬁtha 41
Z+B
(IV-19)

Remarquons que & et & sont des nombres définis
positifs de sorte que l’on a certainement I'inégalité
(IV-20). On peut donc toujours définir un parametre
7 tel que (IV-21)
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| — B (L +B)<1. (IV-20)
thy=( - B)[(L +%) . (IV-21)
P+ (IV-19) se simplifie alors en
Pr=§+§th (aa+7n). (IV-22)

Ordre de grandeur de n

Premiére approximation. — Nous négligeons dans Q;
tous les termes autres que ceux en N—3, en notant*

afsj=N"1Y,. (IV-23)
On obtient alors par un calcul élémentaire
thy=th a? th aJ th al. (IV-24)

Cela montre déja que 7 ne sera appréciable que si
simultanément af, aj, aJ sont grands. Si de plus un
signe, par exemple s; = + 1 est connu, on doit remplacer
dans (V-24) th &} par I'unité. Enfin si I'on sait que
s1=s82=+1, on doit remplacer tha? et tha? par 'unité
et alors n=al.

Supposons maintenant a?, a3, a3 petits; selon (IV-24)
7 serait alors petit, mais positif, c’est-a-dire renfor-
cerait toujours la probabilité pour que s4 soit positif.
Ce résultat ne résiste pas & un examen attentif.

Deuxiéme approximation. — Nous utilisons d’abord
tous les termes. On obtient alors la relation rigoureuse
(IV-25) ou l'on a introduit des paramétres B;(j=
1, 2, 3); 1 est défini par (IV-26), B2 et 83 s’en déduisent
par permutation circulaire des indices.

thn=
th a1 th as th az+th a; th /31+th as th ﬁ2+th as th /33
14thazthas thﬂl-{-th as tha; th ﬂz-{—t’h ay th as thﬂ3 ’
(IV-25)
th §1=(th by + th bs th b3)/(1 +th b1 th bs th bs) .
(IV-26)

(La définition de f; se justifie de la fagon suivante:
on peut toujours définir un paramétre b3 tel que
th bez=th b2 th b3. Le second membre de (IV-26) est
alors:

(th b1 +th b23)/(1 +th b; th bzs) = th (bl+bz3) = th ﬂ]_ )

Lorsque a1, a2, a3 sont suffisamment petits pour que
les approximations th a;~ aj, th f;~b;, th 7~ % soient
valables, # se réduit alors (en ne gardant que les termes
d’ordre N—3/%) 4

n~ag NN AFAZAT— ASAZ— AZAZ— A3A%) . (IV-27)
Or cette expression est le plus souvent négative (pour

A2~ A%~ A%<3). 5 n’est donc positif que pour les
valeurs exceptionnellement grandes de A2, A%, A2,

* Le suffixe 0 dans a;? n’est pas un exposant, mais indique

la premiere approximation de a;.
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Explicitons aussi as jusqu’aux termes d’ordre N—32.
On a interét & scinder as en 2 parties, a, (IV-28) et
y (IV-29) et & réunir ensuite y et n en § (cf. (IV-8);
(IV-11); (IV-23); ay=a,+ )

a; = a}(1+ N~ (af —4)) (IV-28)

y =aiN (a7 —1) (IV-29)
de sorte que

at+n=a+(y+n=aq+dé.  (IV-30)

Ici @, ne contient que les facteurs de structure
Ay, A1, A du triple produit Y4 tandis que & con-
tient (& part le facteur aj) les modules des 3 facteurs
de structure A4, 42, A3 n’intervenant pas dans Y4).
¢ traduit donc l'effet d’interaction des 3 triples pro-
duits ¥, Y2, Y3 avec Y4. On a explicitement (quand

th n~n)

d=y+n=agN"(4]-1)(43-1)(45-1). (IV-31)

On a finalement
P+=1+1th (a;+9). (IV-32)
(IV-30) montre que d est de ’ordre de N-1 par rapport
& a3, donc le plus souvent négligeable. Le lecteur aura
Timpression que l’'on s’est donné beaucoup de mal
pour un résultat assez mince. L’interét de cette
discussion n’apparaitra qu’au chapitre suivant.
Remarque: La formule (IV-25) ne sert ici que de
base de discussion. Pour le calcul pratique de é dans le
cas général, on calculera d’abord &/ (IV-17) et &
(IV-18) par addition d’exponentielles, puis % selon
(IV-21) et y selon (IV-29) et enfin la somme d=7y+#.

La chaine statistique

Envisageons les vecteurs de l’espace réciproque Hy,
Hn, HIII fixes liés par HI+HII+H111=O et donnés
par (IV-1). Considérons aussi les vecteurs variables*
h; +k, hy+k, hz+k. Nous dirons que I’ensemble des
facteurs de structure correspondant au triplet fixe
Hj, Hy, Hygr et & ’ensemble des vecteurs variables
hy+k, ho+k, hz3+k constitue une chaine statistique.
Nous dirons que les six facteurs de structure Ai, A1,
A et Alk, Agk, Asp (Ajk s1gn1f1e A (h;-{-k)) corre-
spondant & une valeur fixe de k constituent un maillon
de la chaine. Comme dans le chapitre précédent on
peut alors définir pour chaque maillon 4 produits
1k, Aok, O3k, G4r de signes respectifs sig, Sox, Ssk, S4=
S1kS2xS3x, 3 produits bix, bex, bsx et un paramétre i
tel que

th ne= (L —Br) (A + Br) .

A et PBr continuent & étre donnés par (IV-17) et
(IV-18) ou l'on remplace simplement a; et b; par
@ et by respectivement. On forme de méme a, selon
(IV-28), v (V-2) en analogie avec (IV-29) et enfin
Or (V=3)

(V-1)

* k variable, h,, h,, h, fixes.
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ye=ag N (ag—1) (V-2)

Ok=yr+nk . (V-3)
Ici

a=A5+ A%+ A5 . (V-4)

On s’attend alors & ce que (IV-32) soit remplagé par
P+=%+% th (a;+%‘ 0) - (V-5)

Cela est effectivement le cas si nous négligeons les
interactions entre maillons. (Nous ne reproduisons pas
le calcul assez élémentaire). Bien que les valeurs
individuelles de J; puissent étre faibles (de ’ordre de
N—32) leur somme peut étre assez conséquente pour
permettre de fixer le signe ss. Inversement, si par
exemple a, est fortuitement assez grand pour que I’on
soit enclin & considérer ss=+1 comme probable et si
2 O reste petit, malgré un grand nombre de maillons
)

envisagés, on doit alors considérer ss=+1 comme
douteux. .

Remarque 1: L’usage de quatre triple produits
(IV-2) a déja été préconisé par Vaughan (1956, 1958)
et repris par Hauptman & Karle (1957, 1958) &
d’autres occasions. Quand th g~ nr on a (cf. (V-6)
et (IV-31))

Op~alN-1
x (A(hy +k)®—1)(A(hz+k)*—1)(4(hs+k)*—1).
(V-6)

Cela est & rapprocher de I'intervention de la moyenne*
{(A(hy +k)*—1) (4 (hz+K)*— 1) (A(Kk)* - 1))

dans I'essai de Hauptman & Karle (1958) d’évaluer
le produit A(Hy)A(Hy)A(Hyy) statistiquement (cf.
leur formule 2.1.3 pour p=g=r=2). Remarquons
que ces auteurs n’utilisent pas le fait que

|4 (Hy) A (Hyr) A (Hu)|

est connu alors que notre formule (V-5) fait intervenir
explicitement la valeur absolue du triple produit.

Remarque 2: Woolfson (1958) considére des relations
entre signes qui dans nos notations s’écrivent
SikSexSaksa=1. (V-17)

Dans tous les cas énumérés par Woolfson (1958), il
s’agit de triple produits de la forme (IV-2), ¢’est-a-dire
des maillons d’une chaine au sens de notre définition.
Lorsqu’on peut trouver p relations de la forme (V-7)
(k=1, ..., p) associés avec de grands triples produits
Y, Woolfson raisonne de la fagon suivante qui est
élégante, mais qualitative. ‘Si sy était négatif, il y
aurait au moins p autres triples produits de signes
négatifs pour que (V-7) subsiste. Si d’autre part on

* Chez Hauptman & Karle on a hy = 0.
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sait que tout au plus ¢ triples produits peuvent étre
négatifs et que ¢<p alors nécessairement sg= +1."
La formule (V-5) par contre est quantitative. Dans
les exemples, cités par Woolfson, X x aurait été trés
grand. k

Nous avons appliqué avec succés les considérations
de ce chapitre & 1’étude de la structure du vanadate
V20s, 3 MO (M =Ni, Co, Mg) (Durif & Bertaut, 1959).
Nous ne prétendons pas pour autant que cette struc-
ture n’ait pu étre résolue par d’autres méthodes.
Ce qui est certain c’est que les signes des triples pro-
duits ont pu étre déterminés sans ambiguité grace &
(V-5).

Deuxiéme exemple

Détermination du signe de réflexions invariantes. —
Nous considérons le groupe P1 et le cas d’atomes
égaux. Soit A; un vecteur fixe. £(2k;) est alors invariant
dans un changement d’origine. Nous noterons s; le
signe de A(2h1). Considérons aussi le vecteur variable
E et les quantités suivantes:

a, = %za(Az(hl) - 1) |A (2h1)| s

be = hea(A2(k)— 1) | A(2R)];

cif = d23(A%(ha+k)—1) |A(2k1 +2K)) ;

¢ = yza(A2(ha—k)—1)|A(2h1—2k)]

dif = 23| A(2h1) A(2k) A (2h1+ 2K)!;

dy = 23| A(2h1) A(2k) A(2h1 — 2F)| .
a;, by, cf et ¢ peuvent étre positifs ou négatifs;
df et dy sont positifs. On appellera les signes de
A(2hy), A(2k), A(2hy+2k) et A(2h; —2k) sy, sy, ST b sE
respectivement. On est alors amené & considérer la
quantité:
Qi=a1s1+ 2 ((besp+ o sf + i sp) + 18 s +disi)) -

* (V-9)

En étudiant P+, probabilité pour que A(2h1) soit

positif, on trouve en permutant tous les signes de
S, St Sy, une expression telle que (IV-19) avec

A=CHqgt; #=CHqr (V-10)
k k

(V-8)

ou C est une constante de proportionnalité et:
gi =1+th b, (th ¢j th df +th ¢ th dy)
+thef thdf thep thdy . (V-11)

gy s’obtient en remplacant dans (V-11) th by par
—th bz. On peut simplifier cette expression en définis-
sant d’abord deux parametres &f et & tels que:

thef=thc¢f thd}f; ther=theythdy (V-12)
et finalement un paramétre #: tel que:
th np=th b, th (g + &) . (V-13)

Grice & ces définitions P+ devient:

Pr=}+} th (a1 +37x) - (V-14)
k
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En résumé, pour déterminer si, signe de A(2h,)
dans le groupe P1, on calcule d’abord les quantités
ay, by, i, €3, dif, dy (V-8) et leurs tangentes hyper-
boliques. On détermine ¢} et e; selon (V-12). On
forme th (¢f +¢;) et l'on évalue 7, selon (V-13).
Enfin, on forme a1+ > 7z pour le calcul de P+ (V-14).

P

Remarque: Une étude plus approfondie montre
l’existence d'un terme d’ordre N-1 provenant de
(328 K3(2) + 24 K4(1)), mais dont l'influence sur la for-
mule finale se révele négligeable. De plus, des calculs
longs et fastidieux permettent d’établir que des
termes d’interactions, analogues au terme v; du
premier exemple étudié, sont ici négligeables. C’est
pourquoi nous nous sommes contentés de ’'approxima-
tion ((V-8), (V-9)).

Naturellement, les considérations de ce chapitre
peuvent étre étendues & d’autres groupes et aussi a
J’étude d’autres chaines statistiques & maillons con-
tenant 3, 4, 5, 6 et plus de produits triples par maillon.
De tels maillons ont certes été envisagés dans le passé
(Woolfson, 1958; Douglas & Cochran, 1955; Vand &
Pepinsky, 1956), mais leur utilisation systématique
dans une chaine statistique par les méthodes indiquées
ici, reste & explorer.

Propriétés maximales de P(4,, A,, ..., 4,).
Niveau de probabilité. Sélection de signes

La valeur la plus probable d’un facteur de structure,
notée (Ax), est solution de I’équation:

oP dlog P
54,0 % 54, =0 (VD)
On a (cf. (II-31) et (II-39)

m
log P=—1imlog 2a—% 3 A;4+Q:+Q, (VI-2)
k

ol nous explicitons @; jusqu’aux termes d’ordre N—%,

Qi=23 > xks,AkAsAt+%Z3 > xpzq(Ag— I)Aq . (VI-3)

kst P9

Quand A4 est un facteur de structure invariant, la
relation (VI-1) fournit:

(Ar)=23 2 srseAsAe+}2s 2 wpee (A5 —1)
st »
+23 3 g Ar A, . (VI-4)
7

Si A, désigne un facteur de structure non invariant,
on obtient de méme:

(Ap)=23 X spse AsAr+23 3 np2aApAg. (VI-5)
st q

Il est réconfortant de constater que la valeur moyenne
ou espérance mathématique de A, soit {4k, définie
par (VI-6) soit égale, dans notre approximation & la
valeur la plus probable (VI-T)

ORDRE LOGARITHMIQUE DE DENSITES DE REPARTITION. II

\4eP(4y, ..., 4k, .. )dA4:
(Aiy =+ (VI-6)
SP(AI, ooy Apy oL )dAr
(Ary=(4z); {dpy=(45). (VI-7)

Démontrons (VI-7) pour 4, (VI-5). On abrége par «
(VI-8) le coefficient de A, dans les triples produits
et par # (VI-9) le coefficient de $(435—1)

(X=232 xpstAsAg . (VI—S)
st

ﬁ=z32 }fp2qu . (VI—g)
q
On a alors d’aprés (VI-6)

dlog @
Ap)y=—=2"— -
{4p) 5o (VI-10)

ol
®=@n) "\ exp{—342(1—-p)+4,0}d4,
=(1—pB) ¥ exp {a?/(1-f).
De 14 on déduit que:

(Apy=oa/(1—B) ~ a(1+f)
~ 233 npst AsAr+23 > npegApAq . (VI-12)
3 q

(VI-11)

Dans le second terme du deuxiéme membre de
(VI-12) on a utilisé le fait que « (VI-8) est déja une
approximation de 4. (VI-12) est identique & (VI-5).

Niveau de probabilité

Multiplions (VI—4) au premier et au second membre
par (A4:). Confondons par la suite A, observé, (Ag)
et (4x)y. Opérons de méme sur (VI-5) en multipliant
par Ap. Ajoutons toutes les relations obtenues. On
obtient finalement:

Ms

X A;':=323 2 npse ArAs A,

: kst

32 5 sprg (A2~ 1) Ag+ 2 S g Ay . (VI-13)
re

2=

Le dernier terme du second membre de (VI-13)
contient la somme des facteurs de structure invariants.
En la supposant nulle, on déduit de (VI-13) et de la
définition de @: (VI-3) que la valeur probable de @;

est:

Q=12 dj=tn. (VI-14)

m étant le nombre de réflexions utilisées dans la
normalisation des facteurs de structure.

La détermination d’un niveau de probabilité, carac-
térisé par la valeur la plus probable de @; (VI-3) a
suscité quelque intérét dans le passé (Cochran &
Douglas, 1955; Vand & Pepinsky, 1956). L’utilité
pratique du résultat théorique (VI-14) est cependant
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faible, car en général, on ne cherche pas & déterminer
tous les m signes, mais les signes des 4 les plus grands.
De plus, le travail de Cochran & Douglas (1955) a
montré qu'un assez grand nombre de jeux de signes

optimalisent z3 X #xs.Ax AsA¢ au méme degré (et méme
kst
mieux) que la solution vraie.

Sélection de signes

Dans le cas de méthodes combinatoires (Cochran &
Douglas, 1955) ou I’on a le choix entre plusieurs jeux
de signes pour les facteurs de structure les plus grands,
nous recommandons le critére suivant, basé sur les
équations (VI—4) et (VI-5) pour caractériser la solution
la plus probable. Nous proposons en effet que:

R =23[A5—23 nxs AxAs Ay — 23 3 npe (A% — 1) Ag

k N ? (VI-15)
doit étre un minimum pour la solution vraie. Nous ne
doutons pas que le critére B (VI-15) aurait permis
d’élaguer un grand nombre de solutions dans le cas
discuté par Cochran & Douglas.

Conclusion

Les applications données montrent quelques-unes des
possibilités de 'ordre logarithmique des densités de
répartition. Nous espérons étendre prochainement la
théorie au cas des groupes non centro-symétriques.

APPENDICE C

Evaluation de K;3(3) de la formula III-10
Selon (II-30) on a

K3(3)=[T3]—3[T3](Ts]+2[Ts]. (C-1)
Si
T3= 2111019203 (C-2)
ona
[T3]=s111H1(A1)H1(A2)H1(A43);
(T3] =51, Ha(A1)Ho(A2) Ha(4s);
[T3]= %} Hs(A1)Hs(A2)Hs(4s) . (C-3)

L’évaluation de (C-1) fournit alors simplement:

K3(3) =611 414245(A}+ A3+ 45-4) . (C4)
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APPENDICE D
Cas de 4 triple produits

Dans le cas de réflexions quelconques, on trouve:
4
i=z;;2" %ij(l + M?Z%(a;’—‘i))
i
+23 (#en3 s Y1 (a7 — 1)+ permutations)

+23Y1 (a2 (21025 —v324) (A5 + A2 1)

+ #3 (10322 —voza) (A5 + A3 —1)

+ s4(x1%425 — v124) (A2 + A% — 1)) + permutations
+ (1/3 Ny, ((Z5x1, 1 —z3z4x1@1) (A% —3)

+ (z531,2—282a2102) (A5 —3)

+ (25 71,111 — 232421 0111) (A F1 — 3) 4+ permutations
+ (zav1— 23 (a1 + Ha3)) 71
+ (2av2 — 2 (331 + 22%¢4)) 702

+ (2avs — 25 (12 + 2334)) 705 . (D-1)
Les abréviations suivantes ont été utilisées
x=(am1);;  (j=1,2,3,4); (D-2)
vy=(xun)y; (j=1,2,3); (D-3)
or=(xa0)e; (k=1,2,3,1I,1I, III); (D-4)
21 = (%311)s, x5
(1=1,2,3,4; k=1,2,3,1,1II, III); (D-5)

ol (x311)y,x d’ordre composé 3,1, 1 est d’ordre 3 par
rapport a la variable reperée par l'indice k, tandis que
I'indice j rappelle que les variables sont les mémes que
dans (2111);. Dans le cas de réflexions générales (D-1)
se réduit a la relation (IV-6) du texte.
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