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(Herzberg, 1945). Therefore, the N - H  bonds in the 
ligands are not largely affected by the bifurcated 
hydrogen bond. This is reasonable, since the inter- 
action due to the bifurcated hydrogen bond is gener- 
ally quite small in comparison with the usual hydrogen 
bond. However, more precise infra-red s tudy using a 
single crystal would be of great value in revealing the 
detailed nature of the interaction. 
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Ordre Logarithmique de Densit6s de Repartition. II. Quelques Applications 
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Several examples of logarithmic ordering of j oint distribution functions of structure factors are given. 
The introduction of the notion of 'statistical chains combined with logarithmic ordering allow the 
determination of the sign of a triple product and of an invariant reflexion. 

The maximal properties of logarithmically ordered joint distribution functions serve to establish a 
new criterion for selecting the 'right' set of signs for combinatorial procedures. 

Introduct ion et plan 

Pour illustrer la thdorie que nous venons de d6velopper 
(Bertaut, 1959, 1960), nous allons 4tudier d 'abord les 
problbmes classiques des densitds de r4partition de 
deux et de trois facteurs de structure (III). La th6orie 
gagne de l 'intdr6t dans l '4tude de l'ensemble de quatre 
triple produits, correspondant ~ six facteurs de struc- 
ture (IV). Mais c'est surtout l ' introduction de la 
notion de 'cha~ne statistique', c'est-~-dire d 'un ensemble 
de facteurs de structure, li4 par certaines conditions qui 
nous permet de rendre la th4orie rdellement statistique, 
et de l 'appliquer ~ la d4termination de signes d 'un 
triple produit  ou d 'un facteur de structure invariant.  
(v). 

Enfin nous 4tudions quelques propridt4s maximales 
de la densit4 de rdpartit ion de plusieurs facteurs de 
structure. Nous dgterminons le niveau de probabilit4 
de la structure la plus probable et nous pr4sentons un 
nouveau crit~re pour le choix de la 'bonne' solution 
quand on emploie des mdthodes combinatoires pour la 
ddtermination des signes (VI). 

Cas de 2 facteurs  de s tructure  
On posera: 

EI=E(2h) ;  E 2 = E ( h ) .  (111-1) 

La fonction caractdristique est dolmde par (11-25) 
avec 

Ta-- ½~12vl v~; Ta=(1/4!)(ZaoV~ + ~04v~); 
T5 = 1/(3 !2 I) ~¢a~ vl 3 v22 + (1/ 4 ! ) ~ a v~ v~ . (111-2) 

Les polynSmes K~(q) (11-30) servant £ d6terminer 
Q, (II-29) s '4valuent ais4ment (cf. Appendice C). On a 

K s ( l ) =  (1/2 ! )~nA~(A~-  1); 
K3(2) = - ( ~ n / 2  !)2 (2A~(2A~- 1)+ Ha(A 2)); 
K3(3) a 2 2 = ~I2A~(A~(3A2-1)+ ~f4); 
Ka,a(1,1) = - (1/3!2 !)z12 (zaoHs(A1)H2(A2) + ~04Alfa) ; 
K s ( l ) =  (1/3!2 !)~:a2Ha(A~)H2(A~)+ (1/4 l) ~l~4~H4(A,). 

(111-3) 

Ici on a introduit l 'abrdviation (111-4). La proba- 
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.b ilia6 .P+ pour que A1 soit positif est donn6e par 
(II-41) avec la valeur de Q, (111-5) 

f~= 2A~-  9A~ + 3 .  (111-4) 

Q~ IA~I 9. = .) z ~ 2 A ~  (3A~ - 1) {½za~2(A~-l)+(1/Ut ~ ~ 2 

+~z~,~2f~ ~ ~ ~ (zaz~2- ~ Z~Uoa) 
+ (1/2!31) (z~a2-  za z~ga0ux~ ) (A~ - 3) (A~ - 1) 
+ (1/4 !)glaz~(A~-6A~ + 3)}. (111-5) 

On 6tablit de la m6me mani~re que: 

Qv= -(1/2!)z~(~12/2!)22A~.(2A~ - 1) 

+ z~(g0,/4! --½ z~(~2/2 !) 2) Ha(A2) + z, (~a0/4 l) Ha(A 1). 
(111-6) 

Exemple d'application: P i .  Atomes 6gaux. 

On ~ alors: 

nle = 1 ; ~ 0 4 - -  ~ 4 0  = - -  3 = ~a~; ~¢14---- -- 8.  

Q,= I -½A1  {½(A~- 1) + (1/3 !)N -1 
x ( A ~ ( 3 A ~ - I ) + 4 A ~ - 1 5 A ~ + 3 ) } .  (111-7) 

Le terme en 2V -s/2 n'apporte une contribution 
notable que lorsque A~ et A2 sont grands (Exemple: 
A1=2;  A~=3; _N=36; Q, croit de 1,33 sans le terme 
ell -AT -a/~ ~ 1,79 et th Q, de 0,87 g 0,95). De m~me Qp 
(111-6) se simplifie en: 

Q~= -¼N-I(AI (2A~- 1)+ H~(A~) + ½H~(A~)). (III-8) 

La colmaissance de Q, et de Qv permet de construire 
la densit6 de r6partition complete. 2qous ne d6velop- 
pons pas davantage le sujet de deux facteurs de struc- 
ture, d6jg discut6 chez Klug (1958). Nous mention. 
nons cependant une lois de plus qu'£ tout terme d'ordre 
de grandeur (N-½y-e est associ6 un polyn6me de 
degr6 s dans Q, et Qp alors que chez Klug (1958; 
cf. rel. (3-4)), on trouve des polyn6mes de degr6 5, 7 
et 9 associ6s £ l'ordre de grandeur N -a/~. La discussion 
analytique est done ici plus simple. 

C a s  de  t r o i s  f a c t e u r s  de  s t r u c t u r e  

Consid6rons les facteurs de structure E(h~)=E~ (k= 
1, 2, 3) assujettis £ la condition h~+hz+h3=O. On 
envisage le cas d'atomes non 6gaux, mais tous en 
position g6n6rale. La fonction caract6ristique est don- 
n6e par (11-25) avec 

T~ = (uan/3 !)(v~v~v~ + ~ )  . (III-9) 

On d6termine ensuite selon les formules (11-30) les 
polyn6mes Kp (q) qui contribuent ~ Q~. A titre d'ex- 
emple le calcul de K~ (3) est donn6 dans l'appendice C. 

Ks(l) = ~111  ~ r l  ; K3(3) = 6u~n Y1 (a + - 4) ; 
K~(1)=(~c~n/3!)Y~ (c~+- 9) ; 
K~,4(1,1) = - (1/3 l):~m~400 Y1 ( a + -  9) . (III-10) 

Ici on a abr6g6 
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• 2 2 o Y I = A 1 A 2 A 3 ,  o ¢ + = A I + A 2 + A ~ .  (III-11) 

Finalement, la probabilit6 pour que le triple produit 
Yl (III-11) soit positif est donn6e dans tout groupe 
par P+ (II-41) avec: 

Q~ = Yl (z3zm + z ~  ( ~ + -  4) 
+(zs,8~l-zsz4~m~4oo)(c~+-9) . (III-12) 

Qi contient tous les termes jusqu'£ l'ordre N -3/0". 

Exemple d'application : P1. Atomes 6gaux. 
O n  & :  

~nl----1; ~811= zm~400; z~=z~z4. (III-13) 

Q~ se r6duit simplement £: 

Q~= Y1N-½ (1 + N  -~ (c~+-4)). (III-14) 

D~s que c~ + > 4, la probabilit6 de positivit6 du triple 
produit Y1 augmente d'apr~s (111-14). Par exemple 
si A ~ - - A ~ = A ~ = 2  dans une structure de N - - 3 6  
atomes par maille, Q~ croitrait de 1,33 sans le terme en 
N -~/~ ~ 1,63 et th Q~ de 0,87 £ 0,93• Pour ~tre complet 
nous donnons ici aussi la partie paire Qv (111-15) 
d'ordre N -1 et de degr6 4 et dont la connaissance, 
jointe ~ celle de Q~ permet de construire la densit6 de 
r6partition complete (II-31). ~qotons toujours que Qv 
n'intervient pas dans la d~termination de signes. 

Qp--z~K4(1)+ (1/2 !)z~ g~(2) 

=z~(~00/41 ) 27 H~(A~.)- ~ ~ 2 • + 2z~n~ ((H2(A~)H2(A2)H2(Aa) 
k 

2 2 2 - A 1 A 2 A a )  ) . (111-15) 

C a s  de  q u a t r e  t r i p l e  p r o d u i t s  

Envisageons les trois facteurs de structure E~=E(hk) 
( k = l ,  2, 3) et aussi les trois facteurs de structure 
Eq=E(Hq) (q=I,  II,  III)  tels que: 

H i = h 2 - h 3 ;  H i i = h s - h l ;  H i i i = h l - h 2 .  (IV-l)  

Consid6rons les quatre triple produits correspondants" 

YI=A1A2AII I ;  Y 2 = A 2 A s A I ;  

Y s = A s A 1 A I I ;  Y 4 = A I A I I A I I I .  (IV-2) 

Nous noterons leurs signes respectifs Sl, s2, s3 et 
s4=sls2s3. De plus nous noterons par ~ ( j = l ,  2, 3) 
les trois quadruple produits suivants (correspondants 

h l - h 2 + H i + H i i = O  etc.) 

~ I = A 1 A 2 A I A I I ;  ~ 2 = A 2 A 3 A H A m ;  

u 8 = A s A 1 A m A I  . (IV-3) 

La fonction caract6ristique est donn6e par (II-25) 
avec 

T3 = ( vl v2vHi + v2v3vi + vs vl vH + VIV HVHI) ;~m ; 
6 

T4 = 27 v~z400/4 ! + (vlv2vivH + v2v3viivm 
1 

+ v3vlvHivi) ~11n ; 

Ts= (v~v~vm+ 0 + . . .  + v~vuvm + 0)~311/3 ! • (IV-4) 
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On forme les polyn6mes Kv(q) (II-30) comme plus 
haut.  Mentionnons qu'ici Ks(2) fournit une contribu- 
tion intdressante 

3 

Ka(2) = partie p a i r e -  4 ~  ~ z~. 
] = 1  

Le r6sultat final est" 

(IV-5) 

4 

+ Z3Xili) (0¢~ + 0¢ 7 -- 5) Qi=za ~ xiiiYi((l ~ 2 
]=i 

+ (1/3 !)(z~z~i~- zaza~m ga00)(9-- a+) 
2 2 +z~zm(zazm-zazm~) (2a~-3)) 

2 z a ~ l )  . (IV-6) + ~ v ~ j ( Z ~ l m _  2 2 
1 = 1  

Ici l 'on a abr6g6. 

Y~ un des 4 produits (IV-2). 
a~' la somme des carr6s des 3 facteurs de structure 

figfirant dans Y~. (Exemple: a+=A~+A2~+A~H). 
a~- la somme des carrgs des 3 facteurs de structure ne 

figurant pas dans Y¢. (Exemple: ai- = A~ + A~ + A~). 
~ un des 3 produits (IV-3). 

Remarque: En route rigueur on aurait  dfi j oindre £ 
chaque produit Y~ et z~ un facteur respectif (~m)¢ 
et (~m~)¢. Cela n 'a  aucune importance dans le groupe 
P1. Mais dans des groupes de sym6trie plus 61evde, 
ces coefficients peuvent d6pendre de j ,  et 6tre sup6- 
rieurs £ l 'unit6 en valeur absolue; dans des groupes 
ayant  des 616ments de sym6trie translatifs (axes 
h61icoidaux et plans de glissement) (~m)¢ et (~m~)f 
peuvent 6tre n6gatifs. La formule eomplbte est donnde 
dans l 'appendice D. 

Exemple d'application : P1. Atomes 6gaux. 
Q~ (IV-6) se r6duit ~: 

off 

4 3 

Q,=N-½.X  Y~(I +N-12~)-N-~. . ! ,  ~ (IV-7) 
~=1 ~=1 

2/= ( ~ + - - 4 +  c~]-- 1) . (iv-s) 

La comparaison avec (111-14) montre l'effet de 
l ' interaction des 4 triples produits. En effet, le facteur 
I + N - ~  ( ~ + - 4 )  est remplac6 par l+N-~2~ et, ce qui 
est enti~rement nouveau, e'est l 'apparit ion des 3 
produits ~¢, prdcddds d'un signe ndgatif. (Une dtude 
plus approfondie montre que l 'on a plus gdn6ralement 

4 

Q~ =N-½.2~ Y~ (1 + N-~2~ +N-2/z~ + . . .  ) 
~ = 1  

3 

- N - ~ 2  ~ ( l + N - 1 2 ; + N - ~ # / + . . . )  (IV-9) 
~ = 1  

: ! 

off les 2# tt], 2j, #1 etc., sont des coefficients, fonctions 
des A 2 et dont l'esp6rance mathdmatique est positive. 
On trouve dans P1 par exemple (apr6s des calculs que 
nous n'explicitons pas) 

2 /=  - 15+36a~-+ 10a F (IV-10) 

oh a + est la somme des carr6s des 4 facteurs de struc- 
ture, figurant dans zi, (rT la somme des carr6s des 2 
facteurs de structure ne figurant pas dans zT'  (On a 
ici <2j>= 1; <2/ )=  17).) 

Introduisons maintenant  les abr6viations (IV-11) 
off aj est un nombre positif et (IV-12) off bj est un 
nombre ndgatif 

ajsj=N-½ Yj (1 + N - 1 2 j + . . .  ) .  (IV-11) 

bi= -N-11~jl  (1 +N-~2/+...). (IV-12) 

On peut alors 6crire 

Q~ = al sl + a282 + a3s8 + aas~ + bi s28~ + b2s3s~ + b38182 . 
(IV-13) 

La fonction de rdpartition des 6 facteurs de structure 
devient ainsi fonction des 3 'variables' signes, s~, s2, ss, 
soit P(sl, s2, s3) et la probabilit6 P+ pour que sa = sls2s3 
soit positif quand s~, s2, s8 sont inconnus, est 

p+ 

= C ( P ( +  + + ) + P ( + - - ) + P ( -  + - ) + P ( - -  + ) ) .  
(IV-14) 

De mOme la probabilit6 compl6mentaire P -  est 

p -  

= C ( P ( - - - ) + P ( - +  + ) + P ( + - +  )+P(  + + - ) ) .  
(iv-15) 

La notation P ( - -  + )  par exemple sign[fie que 
dans P(sl, s2, s3) on a fait sl = - 1 ; s2 = - 1 ; s3 = + 1.  

Dans (IV-14) on peut factoriser exp a4 et 6crire 

P+ = C'e~¢ exp a4; P -  = C ' ~  exp - a4. (IV-16) 

Nous avons englob6 dans C' la constante de norma- 
lisation C et la partie paire Lv (cf. (II-36)). ~¢ et 
sont des sommes d'exponentielles portant  sur les 4 
permutations de signes de si, s2, s3, compatibles avee 
s4= + 1 dans z~' (IV-17) et s 4 = -  1 dans ~ (IV-18) 

d---- ~ exp ((al + bl) sl + (a2 + b2) 82 + (as + b3) s3) . 
s4=1 (IV-17) 

~ - -  Z exp ( (a l -b l ) s l  + (a2-be)s2+ (a3-bs)s3) . 
~ 4 = - 1  ( I V - 1 8 )  

L'~limination de C' conduit £ 

- - - -  + th a4 
p + =  5y4 exp a4 = ½+½ d + ~  

d exp a4 + ~ exp -- a4 5 / - -  
- - - -  th a4 + 1 

(1V-19) 

Remarquons que d et ~ sont des nombres d6finis 
positifs de sorte que l 'on a certainement l'in6galit6 
(IV-20). On peut donc toujours d6finir un param~tre 
~1 tel que (IV-21) 
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I ~ - ~ 1 I ( ~ + ~ )  < 1. 
th  ~ =  ( ~ - ~ ) / ( ~ ¢ + ~ ) .  

P+ (IV-19) se simplifie alors en 

P + = ½ + ½  th (a4+ ~) . 

(IV-20) 

(IV-21) 

(IV-22) 

Ordre de grandeur de 
Premiere approximation. ~ Nous n6gligeons dans Q~ 

tous l e s  termes autres que ceux en 2V-½, en notant* 

a~° s~ ---- N-½ Y1 • (IV-23) 

On obtient alors par un calcul 616mentaire 

th  ~ = th a~ ° th a ° th aa ° . (IV-24) 

Cela montre d6j£ que ~ ne sera appr6ciable que si 
simultan6ment a~, a~ °, a ° sont grands. Si de plus un 
signe, par exemple s~ = + 1 est connu, on doit remplacer 
dans (V-24) th  a~ par l'unit6. Enfin si l 'on sait que 
s~=s~= + 1, on doit remplacer t h a  ° et t h a  ° par l 'unit6 
et alors ~ = aa °. 

Supposons maintenant  a °, a~ °, a ° petits;  selon (IV-24) 
serait alors petit, mais positif, e'est-£-dire renfor- 

eerait toujours la probabilit6 pour que sa soit positif. 
Ce r6sultat ne r6siste pas £ un examen attentif.  

Deuxi~me a p p r o x i m a t i o n . -  Nous utilisons d 'abord 
tous les termes. On obtient alors la relation rigoureuse 
(IV-25) off l 'on a introduit  des param~tres f l~(j= 
1, 2, 3); fl~ est d6fini par (IV-26), fl~ et fla s'en d6duisent 
par permutat ion cireulaire des indices. 

th  ~ = 

th a~ th a~ th aa + th a~ th fl~ + th a~ th fl~. + th aa th  fla 
1 + th a~ th aa th  fl~ + th aa th al th fie + th a~ th a2 th fla" 

(IV-25) 

th fl~ = (th b~ + th b~. th b~)/(1 + t h  b~ th b2 th ba). 
(IV-26) 

(La d6finition de/Ss se justifie de la fa~on suivante: 
on peut toujours d6finir un param~tre be~ tel que 
th b ~ =  th b~. th b~. Le second membre de (IV-26) est 
alors: 

(th b~ + th  b~a)/(1 + th b~ th b~s) = th (b~ + b~.a) = th fli .) 

Lorsque a~, a~., aa sont suffisamment petits pour que 
les approxlma~ions th a / ~  as, t h / ~  ~ bs, th U ~ ~ soient 
valables, ~ se r6duit alors (en ne gardant  que les termes 
d'ordre N -a/~) 

0 --I 2 2 2 v],.,a4N (A~A2Aa-Z2z2 z l 2  Z l2  2 2 .~lZ~2-.~2z~a--A3A1). (IV-27) 

Or cette expression est le plus souvent n6gative (pour 
2 2 " 2 A~,,~A~,,~Aa<3 ). ~ n'est done positif que pour les 

valeurs exeeptionnellement grandes de A~, A~, A~. 

* Lo suffixe 0 dans a~ n'est pas un exposant, mais indique 
la premiere approximation de a~. 

Explicitons aussi a4 jusqu'aux termes d'ordre/~-3/2. 
On a inter6t £ scinder a4 en 2 parties, a~ (IV-28) et 

(IV-29) et ~ r6unir ensuite V e t  ~ en d (cf. (IV-8); 
( I V - l l ) ;  (IV-23); a a = a ~ + y )  

a; ---- a° ( l+N- l ( a+- -4 ) )  

7 = a°2V-I(a7 - ~ )  
de sorte que 

(IV-28) 

(IV-29) 

a4+ ~ = a ~ +  (T+ ~ ) = a ~ + ~ .  (IV-30) 

contient que les facteurs de structure 
du triple produit I74 tandis que ~ con- 
le faeteur a °) les modules des 3 faeteurs 

s Ici a 4 ne 
Ai, A m  A m  
tient (~ part  
de structure A~, A2, A3 n ' intervenant  pas dans ]74). 

t radui t  done l'effet d' interaction des 3 triples pro- 
duits Y1, I72, I73 avee Y4. On a explicitement (quand 
th ~ )  

0 - - 1  2 ~ = V + ~ - - a a N  ( A I - 1 ) ( A ~ - I ) ( A ~ - I )  . (IV-31) 

On a finalement 
P + = { + ½  th (a~+(~). (IV-32) 

(IV-30) montre que ~ est de l 'ordre de N-1 par rapport  
£ a ° ,donc le plus souvent n6gligeable. Le leeteur aura 
l 'impression que l'on s'est donn6 beaucoup de real 
pour un r6sultat assez mince. L'inter6t de cette 
discussion n 'apparal t ra  qu'au chapitre suivant. 

Remarque: La formule (IV-25) ne sert ici que de 
base de discussion. Pour le calcul pratique de (~ darts le 
cas g6n6ral, on calculera d 'abord ~ (IV-17) et 
(IV-18) par addition d'exponentielles, puis ~] selon 
(IV-21) et ? selon (IV-29) et enfin la somme ~ = ~ + ~ .  

L a  c h a i n e  s t a t i s t i q u e  

Envisageons les vecteurs de l'espace r6ciproque Ha, 
HII, Hni  fixes li6s par HI + HII + nlII = 0 et donn6s 
par (IV-l). Consid6rons aussi les vecteurs variables* 
hi  + k, h2 + k, h3 + k. Nous dirons que l'ensemble des 
facteurs de structure correspondant au triplet fixe 
HI, Hn, Hill et ~ l'ensemble des vecteurs variables 
ht + k, h2 + k, hs + k constitue une cha{ne statistique. 
Nous dirons que les six facteurs de structure AI, A m  
AIII et AI~, A2~, A3~ (Aj~ signifie A (hs+k))  corre- 
spondant g une valeur fixe de k constituent un maillon 
de la cha{ne. Comme dans le chapitre pr6c6dent on 
peut alors d6finir pour chaque maillon 4 produits 
al~, a2k, aak, aa~ de signes respectifs sl~, s2k, ss~, s 4 -  
sl~s2kss~, 3 produits bl~, b2~, bs~ et un param~tre ~ 
tel que 

th ~ = ( ~  - ~ ) k ) / ( ~  + ~k)  • (V-l)  

~4~ et :Y)~ continuent ~ 6tre donn6s par (IV-17) et 
(IV-18) oh l 'on remplace simplement as et bs par 
aj~ et bs~ respectivement. On forme de m6me a~ selon 
(IV-28), ~,~ (V-2) en analogie avec (IV-29) et enfin 
~ (V-3) 

* k variable, hi, h~, h a fixes. 



E . F .  B E R T A U T  647 

Ici 

y~ = a ° N -~  (0¢~ - 1 ) ( V - 2 )  

~ =  ~'~+ ~ .  (V-3) 

- -  2 2 a ~ = A ~ k + A 2 ~ + A ~  . (v-4) 

On s 'at tend alors £ ce que (IV-32) soit remplag6 par 

P+ = ½ + ½ th (a~ + JL" ~ ) .  (V-5) 
" k 

Cela est effectivement le cas si nous ndgligeons les 
interactions entre maillons. (Nous ne reproduisons pas 
le calcul assez 616mentaire). Bien que les valeurs 
individuelles de (~ puissent ~tre faibles (de l 'ordre de 
N-a/2), leur somme peut ~tre assez consdquente pour 
permettre de fixer le signe sa. Inversement, si par 
exemple a~ est fortuitement assez grand pour que l'on 
soit enclin ~ considdrer sa = + 1 comme probable et si 
2~ (~z reste petit,  malgr6 un grand nombre de maillons 

envisagds, on doit alors considdrer s4= +1  comme 
douteux. 

Remarque 1: L'usage de quatre triple produits 
(IV-2) a ddj£ 6t6 prdconisd par Vaughan (1956, 1958) 
et repris par Hauptman & Karle (1957, 1958) 
d 'autres occasions. Quand th ~g~ ~g on a (cf. (V-6) 
et (IV-31)) 

,~~aON -1 

x (A(h~ + k) 2 - 1 )  (A(h2 + k) ~ -  1) (A(ha + k) ~ -  1). 
(V-6) 

Cela est ~ rapprocher de l ' intervention de la moyenne* 

((A(h~ + k) e -  1) (A (h2 + k) e -  1) (A (k) e -  1)) 

dans l'essai de Hauptman  & Karle (1958) d'dvaluer 
le produit A(HI)A(HH)A(Hm) statist iquement (cf. 
leur formule 2 .1 .3  pour p = q - - r - -  2). Remarquons 
que ces auteurs n'utilisent pas le fair que 

]A (HI) A (HII) A (Hm)] 

est connu alors que notre formule (V-5) fait intervenir 
explicitement la valeur absolue du triple produit. 

Remarque 2: Woolfson (1958) consid~re des relations 
entre signes qui dans nos notations s'dcrivent 

s l ~ s ~ s ~ s 4 =  1 . (V-7) 

Dans t o u s l e s  cas 6numdrds par Woolfson (1958), il 
s 'agit de triple produits de la forme (IV-2), c'est-£-dire 
des maillons d 'une chalne au sens de notre ddfinition. 
Lorsqu'on peut trouver p relations de la forme (V-7) 
(k--1, . . . ,  p) associds avec de grands triples produits 
Y~, Woolfson raisonne de la fagon suivante qui est 
dldgante, mais qualitative. 'Si s4 dtait ndgatif, il y 
aurait  au moins p autres triples produits de signes 
ndgatifs pour que (V-7) subsiste. Si d 'autre part  on 

* C h e z  H a u p t m a n  & K a r l e  o n  a h 3 = 0.  

sait que tout  au plus q triples produits peuvent ~tre 
ndgatifs et que q < p  alors ndcessairement s4= +1 . '  
La formule (V-5) par contre est quantitative. Dans 
les exemples, citds par Woolfson, 2~ ~z aurait  dt6 trbs 
grand, k 

Nous avons appliqu6 avec succ~s les considdrations 
de ce chapitre £ l 'dtude de la structure du vanadate  
V~Os, 3 M O  ( M = N i ,  Co, Mg) (Durif & Bertaut,  1959). 
lXlous ne prdtendons pas pour autant  que cette struc- 
ture n 'a i t  pu fitre rdsolue par d 'autres mdthodes. 
Ce qui est certain c'est que les signes des triples pro- 
duits ont pu ~tre ddterminds sans ambiguit6 grace 
(V-5). 

Deuxi~me exemple 

Ddtermination du signe de rdflexions i n v a r i a n t e s . -  
Nous considdrons le groupe P1 et le cas d 'atomes 
6gaux. Soit hi un vecteur fixe. E(2hl) est alors invariant 
dans un changement d'origine. :Nous noterons sl le 
signe de A(2h~). Considdrons aussi le vecteur variable 
k et les quantitds suivantes: 

al = ½z3(A2(hl) - 1)[A(2hl)[; 
b~ = ½za(Ae(k) - 1)[A(2k)[; 
c + = ½za(Ae(h~ + k ) -  1)]A(2hl + 2k)]; 
c-; = ½ z a ( A e ( h l - k )  - 1)[A(2hl -  2k)] 
d + = z3[A(2h~)A(2k)A(2h~ + 2/c)[ ; 
d~- = za [A (2h~)A (2k)A (2h l -  2k)[. (V-8} 

a~, b,, c + et c~: peuvent 8tre positifs ou ndgatifs; 
d + et d ;  sont positifs. On appellera les signes de 
A(2h~), A(2k), A ( 2 h l + 2 k )  et A ( 2 h ~ - 2 k ) s l ,  sk, s + et s~- 
respectivement. On est alors amend ~ considdrer la 
quantit6 : 

Qi = als l  + • ((bksk + + s + + + c, s ,  + c-;s-;) + isk (d, sk + d-;s-;)). 

* (V-9) 

En 6tudiant P+, probabilit6 pour que A(2hl) soit 
positif, on trouve en permutant  t o u s l e s  signes de 
sk, s +, s~-, une expression telle que (IV-19) avec 

~ / = C  H q+; ~ = C  H q-[ (V-10) 
k k 

off C est une constante de proportionnalitd et: 

q+ = 1 + th bk (th c + th d + + th cT th d~-) 
+ t h c  + th d + th c~- th d~-. (V-11) 

qK s'obtient en remplacant dans (V-11) th b~ par  
- t h  bz. On peut simplifier cette expression en ddfinis- 
sant d 'abord deux param~tres e + et eK tels que" 

th e + = t h  c + th d+; th e~-=th c~- th d~- (V-12) 

et finalement un param~tre ~ tel que: 

th ~]k=th bk th (e~+ e~-). (V-13), 

Grace ~ ces ddfinitions P+ devient: 

P + = ½ + ½  th  (a~+.2 , '~ )  . (V-14) 
k 
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En rdsum6, pour ddterminer s~, signe de A(2ht) 
dans le groupe P1, on calcule d 'abord les quantit6s 
al, b~, c +, c~, d +, dF (V-8) et leurs tangentes hyper- 
boliques. On d6termine s + et e~ selon (V-12). On 
forme th (¢++eF) et l 'on 6value U~ selon (V-13). 
Enfin, on forme a~ + ~ Uz pour le calcul de P+ (V-14). 

Remarque: Une ~tude plus approfondie montre 
l 'existence d 'un terme d'ordre N -~ provenant de 
(½z~Ka(2)+z4K4(1)), mais dont l'influence sur la for- 
mule finale se r6vble n6gligeable. De plus, des calculs 
longs et fastidieux permettent  d'6tablir que des 
termes d'interactions, analogues au terme y~ du 
premier exemple 6tudi6, sont ici n6gligeables. C'est 
pourquoi nous nous sommes content6s de l 'approxima- 
l ion ((V-8), (V-9)). 

Naturellement, les consid6rations de ce chapitre 
peuvent ~tre 6tendues ~ d'autres groupes et aussi 
l '6tude d'autres chaines statistiques £ maillons con- 
tenant  3, 4, 5, 6 et plus de produits triples par maillon. 
De tels maillons ont certes 6t6 envisagds dans le pass6 
(Woolfson, 1958; Douglas & Cochran, 1955; Vand & 
Pepinsky, 1956), mais leur utilisation syst6matique 
clans une chalne statistique par les m~thodes indiqu6es 
ici, reste £ explorer. 

Propr i6 t6s  m a x i m a l e s  de P(A~, A~, . . . ,  A~). 
Niveau de probabi l i t6 .  S61ection de sip, nes  

La valeur la plus probable d 'un facteur de structure, 
not6e (A~), est solution de l '~quation: 

dP ~ log P 
OA-0 ou OA~-0. (VI-1) 

On a (cf. (11-31) et (11-39) 

log P =  --½m log 2~-½ ~" A~+Q,+Q~ (VI-2) 
k 

off nous explicitons Q, jusqu'aux termes d'ordre N-½. 

Q~=za .~ ~x~tA~A~At + ½z3 ~ ~ q ( A ~ -  1)Aq . (VI-3) 
kst  pq 

Quand A~ est un facteur de structure invariant, la 
relation (VI-1) fournit: 

(A D =z~ 2 z~stA~At + ½za ~, z v~ (A~-  1) 
st p 

+z~2 ~qA~Aq. (VI-4) 
q 

Si Ap d6signe un facteur de structure non invariant, 
on obtient de m6me: 

(Av) =za ~, ~pstA,At + za.~ ~p~qApAq. (VI-5) 
st q 

I1 est r6confortant de constater que la valeur moyenne 
ou esp6rance math6matique de A ~, soit <A~), d6finie 
par  (VI-6) soit 6gale, dans notre approximation £ la 
valeur la plus probable (VI-7) 

A~P(A1, . . . ,  Ak, . . . )dAk  
<Ak> ¢, 

<A~>= (A~); <A~>= (A~). (VI-7) 

Ddmontrons (VI-7) pour A~ (VI-5). On abr~ge par c~ 
(VI-8) le coefficient de Ap dans les triples produits 
et par/~ (VI-9) le coefficient de ½(A~-1) 

a = z~ ~v ~ t A  ~A t • (VI-8) 
st 

fl = Z3 .~ ~p2qAq . (VI-9) 
q 

On a alors d'apr~s (VI-6) 

5 log ~b 
<A~>= ~ (VI-10) 

off 
oo 

=(2:z)-½I e x p { - i  2 -oo o Av(1 - f l )+Ap~}dAv  

= (1-- fl)-½ exp {ae / (1- /~) .  (VI-11) 

De 1£ on d6duit que" 

<A~>=~/(I-~) ~ ~(I+~) 

~, z3--Y ~pstAsAt+z3~, ~ q A p A q .  (VI-12) 
st q 

Dans le second terme du deuxi~me membre de 
(VI-12) on a utilis6 le fait que a (VI-8) est d6j£ une 
approximation de Ap. (VI-12) est identique £ (VI-5). 

Niveau de probabilitd 
Multiplions (VI-4) au premier et au second membre 

par (Ak). Confondons par la suite Ak observ6, (A~) 
et <Ak>. Op6rons de m~me sur (VI-5) en multipliant 
par Ap. Ajoutons routes les relations obtenues. On 
obtient finalement : 

m 

A~ = 3z3 ~ ~k~tA~AsAt 
k ks t  

+~z32 ..p2~(A~- 1)A~+z3Z zp~A~ . (VI-13) 
Pq 

Le dernier terme du second membre de (VI-13) 
contient la somme des facteurs de structure invariants. 
En la supposant nulle, on d6duit de (VI-13) et de la 
d6finition de ~ (VI-3) clue la valeur probable de Q~ 
est : 

Q~=½~A~.=½m. (VI-14) 
k 

m 6tant le nombre de r6flexions utilis6es dans la 
normalisation des Iacteurs de structure. 

La d6termination d 'un niveau de probabilit6, carac- 
t6ris6 par la valeur la plus probable de Qi (VI-3) a 
suscit6 quelque int6r6t dans le pass6 (Cochran & 
Douglas, 1955; Vand & Pepinsky, 1956). L'utilit6 
pratique du r6sultat th6orique (VI-14) est cependant 
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faible, car en g4n4ral, on ne cherche pas £ d4terminer 
tousles m signes, mais les signes des A~ les plus grands. 
De plus, le travail de Cochran & Douglas (1955) a 
montr4 qu'un assez grand nombre de jeux de signes 
optimalisent za ~ ~ t A ~ A  ~At au m~me degr4 (et mSme 

kst 

mieux) que la solution vraie. 

Sdlection de signes 

Dans le cas de m4thodes combinatoires (Cochran & 
Douglas, 1955) oh l'on a le choix entre plusieurs jeux 
de signes pour les facteurs de structure les plus grands, 
nous recommandons le crit~re suivant, bas4 sur les 
4quations (VI-4) et (VI-5) pour caract4riser la solution 
la plus probable. Nous proposons en effet que: 

2 R = 21A~ - za ~ z~ ,~A~A,A~-  ½z3 ~ ~ ( A ~ -  1)A~ I 
~ ~ (VI-15) 

doit ~tre un minimum pour la solution vraie. Nous ne 
doutons pas que le crit~re R (VI-15) aurait permis 
d'41aguer un grand nombre de solutions dans le cas 
discut4 par Cochran & Douglas. 

C o n c l u s i o n  

Les applications donn4es montrent quelques-unes des 
possibilit4s de l'ordre logarithmique des densit4s de 
r4partition. Nous esp4rons 4tendre prochainement la 
th4orie au cas des groupes non centro-sym4triques. 

A P P E N D I C E  C 

E v a l u a t i o n  de  Ha(3) de la fo rmula  I I I - 1 0  

Selon (II-30) on a 

K~ (3) = [Ta 3 ] - 3ETa] [Ta] + 2[Ta] a. 
Si 

T 3  = ~ l l l V l V 2 V 3  

on a 

[/'3] = unlHl(A1)Hl(A~JHl(Aa); 
[T~] = z~nHe(A1)He(A~)H~(Aa) ; 
[T]]-- z~nHa(A1)Ha(Ae)Ha(As)- 

(C-I)  

(c-2) 

(C-3) 

L'4valuation de (C-l) fournit alors simplement: 

Ka(3) z e =6~ntA1Ao.Aa(AI + Ae + A ~ - 4 )  . (C-4) 

A P P E N D I C E  D 

Cas  de 4 tr iple produi ts  

Dans le cas de r4flexions quelconques, on trouve: 
4 

.2 ~ ( a + _ 4 ) )  Q,=z32 ~jY~ (1 + ~jza 
J 

+ z~ (x2 x3 ~a Y1 (aT - 1) + permutations) 

+ ~a yl  ( ~  ( ~ . . ~ -  ~a~) (A~ + A ~ -  1) 
+ ~a (~i~az~- ~2z4) ~ ~ -  (AH+Aa 1) 

+ ~4 (x~ ~4z~- ~z~)(A~ + A ~ -  1))+ permutations 

+ (1/3 ! ) r l  ((z~x~,~-zaz4xiq~)(A~- 3) 
+ (z~xl, ~-- z~z4~lOu) ( A ~ -  3) 

+ (z~z1, m - -  zaz4zl Ore) (A~n- 3) + permutations 

+ ( ~ -  ~] ( ~  + ~ ~a))~l 
+ ( ~ -  ~ (~a~ + ~ ) ) ~  

Les abr4viations suivantes ont 4t4 utilis4es 

(D-l) 

uj = (xnl),; (j = 1, 2, 3, 4) ; (D-2) 

v~--(~lm)~; ( j = l ,  2, 3); (D-3) 

Q~= (~a00)~; ( k = l ,  2, 3, I, II, III) ;  (D-4) 

gJ, • = (xan)j, ~; 

( j - -1 ,  2, 3, 4; k=  1, 2, 3, I, II, III) ;  (D-5) 

off (gan)j.~ d'ordre compos4 3, 1, 1 est d'ordre 3 par 
rapport £ la variable reper4e par l'indice k, tandis que 
l'indice j rappelle que les variables sont les m~mes que 
dans (uln)j. Dans le cas de r4flexions g4n4rales (D-I) 
se r4duit £ la relation (IV-6) du texte. 
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